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Analisis Dindmicos

Los analisis estaticos aseguran que un disefio resistira una
condicion de carga en estado estable, lo cual podria no ser
suficiente en caso de que las cargas varien con el tiempo.

Andlisis Estructural Dindmico:
Utilizado para determinar el comportamiento de estructuras
sujetas a cargas que varian con el tiempo.

Ademas de la rigidez, la inercia, y posiblemente el
amortiguamiento, de la estructura juegan un papel
importante.
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Tipos de Analisis Dinamicos

odal: determinar las caracteristicas
vibratorias de un sistema; modos y
frecuencias naturales.
Armonico: determinar la respuesta de una
estructura a cargas que varian en forma
senoidal.
Espectral: Respuesta a movimientos
sismicos.
Vibraciones Aleatorias: Respuesta a cargas
aleatorias de frecuencia variable.
Transitorios: Respuesta a cargas variables,
de forma arbitraria, en el tiempo.
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Analisis Dinamicos

= Larespuesta dindmica depende de:

= Densidad, volumen (masa)
= Rigidez

= Distribucion de la masa

o VAN
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Ecuaciones Gobernantes

n General de Movimiento (con condiciones iniciales de
desplazamiento y velocidad):

[M frj+ [Cha}+[K u}= {F )}

En el caso més general, la ecuacién podria incluir no-
linealidades (p.e. contacto y materiales no lineales):

[M Jiurj+ [Chu+ [K (W) Ju} = {F ()}

Las cuales Unicamente pueden ser incluidas en un andlisis
dindmico Transitorio que, aunque demanda mas recursos de
cémputo, puede ser utilizado para resolver problemas que no
se caracterizan por modos constantes de vibracion.

6




’ OMP - ierfa la para Soluci Reales

Método de Newmark

ion general de movimiento puede ser re-escrita como:

[M i}y +[CHub +K: Kauf={F}., ~{R};
{Au} se refiere al incremento de desplazamiento que, junto con

la velocidad y aceleracion en t+At, son las incégnitas a ser
resueltas.

Uno de los métodos més utilizados para resolver este conjunto
de ecuaciones se conoce como el método de Newmark-f3.

El método Newmark-f3 asume una variacion lineal de la
aceleracion durante el intervalo de tiempo Aty utiliza dos
pardmetros de interpolacién para seleccionar la aceleracion
utilizada en la solucién. 7
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Método de Solucion

racion durante el intervalo de tiempo, t+At, puede ser
estimada con: {u} {u}
fu), = D=l Y 4

El pardmetro y se utiliza para estimar la aceleraciéon usada en el
procedimiento de integraciéon temporal.

El valor seleccionado del parametro vy, afecta la precision y
estabilidad del esquema de integracion numeérica resultante.

Se ha comprobado la estabilidad del método Newmark-p,
siempre que: 1
7 ZE
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[lustracion Grafica
fi, = s =k )

At

=Siy esigual a cero,
entonces se utiliza la
aceleracion del tiempo t

=Siyesigualal,se
utilizaria t+At.

=Siy esigual a %, se utiliza
la aceleracion a la mitad
del intervalo.
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Relaciones Cinematicas

ecuacion cinematica de aceleracién es:

dt?

Si a es constante, se puede integrar esta ecuacion para obtener:

o1
u=u, +u0t+§at2

Donde U, y U, son las condiciones iniciales.
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proximacion de la Aceleracion

ewmark baso la segunda aproximacion de la aceleracién en
la relacién cinematica entre desplazamiento y aceleracion

constante:

. 1.
{u}HAl = {u}t + {U}tAt +E{u}/3At2
donde

{U}/I = (1_ zﬂ){u}l + Zﬂ{u}nm
y

N

B es un parametro de
interpolacion que, al
igual que v, se utiliza
para aproximar la
aceleracion.

B=1/4 es generalmente
utilizado en los
solucionadores
comerciales.

Reales

para

proximacion de la Aceleracion

o de Newmark estd basado en dos ecuaciones:
{L] }l+Al = {L] }l + (1_7){U}x At +7{U}l+m At

) 1 o .
{U }I+Al = {U }( + {U }( At +E(l_zﬂ){u}t At? +ﬁ{u }I+Al At?
La segunda ecuacién puede ser re-escrita como:

) =y fAU}

PAL?

Y sustituida en (1) para obtener:

it

w2y,

2p

s = o 12 Jul o1 ot

At

2p
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eleracion y Velocidad en Funcion
del Desplazamiento

Hemos obtenido ecuaciones para calcular la velocidad y aceleracion
en el siguiente paso de tiempo, donde la Unica incognita es el
incremento de desplazamiento, {Au}:

=L+ {1-2 +[1—ij{ua

pat B 2p
G 1oy 1oy (1-28)
0o = - 05 2

Note que la velocidad, aceleracion y desplazamiento al principio del
intervalo de tiempo son conocidas.

M} +[Cho +[KRuk =R
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En Resumen

Las ecuaciones utilizadas para determinar el incremento de
desplazamiento utilizando el método de Newmark son:

b= e 12 Joh o 1- 2 o

{U}um =

1 1., @-28),.
W{AU}*E{U}ﬁ 28 {u},

Ml o +[CHa o +Ke fAu}={F) i~ R):
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Ecuacion Final

nar las ecuaciones anteriores se puede obtener:

{ L [M1+L[c1+[KT]}{A F={Fuh o~ R+

A PAt
ol 2ol + 2wl 522 il

El lado derecho de esta ecuacidn resulta en un vector de cargas
efectivas dependientes de cantidades conocidas en el tiempo
inicial, t. La fuerza externa, o aplicada, es conocida en cualquier
instante del tiempo.

El lado izquierdo es una matriz de rigidez tangente efectiva que

incluye términos de masa y amortiguamiento del sistema.
15
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Ecuacion Final

La ecuacién anterior puede escribirse en forma reducida como:
[KT ]eﬁ {Au}: {Fm }1+AK - {Reﬂ }|

[KTL":[ L [M]+L[c]+[m]

A X
Con:

Rk = Rork + = M) +[ﬂ][c1{u}t H0=2Dp g +[%]m[c1{ux

Bt B 2p
Por lo que se puede concluir que el calculo del incremento de
desplazamiento en un analisis dinamico equivale a resolver un
analisis estético en cada paso de tiempo utilizando una matriz de

rigidez tangente y un vector de fuerzas de restauracion.
16
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Tamafio del Paso de Tiempo

partir de la explicacion anterior, se puede intuir que el paso de
tiempo es un pardmetro critico en el procedimiento de solucién.

Debe ser lo suficientemente pequefio para describir las cargas
variables, asi como capturar la respuesta dinamica del sistema.

Se recomienda resolver un andlisis modal, pues se ha encontrado
que los mejores resultados se obtienen con un paso de tiempo
At~1/10 de la menor frecuencia natural de la estructura.

El paso de tiempo no necesita ser constante durante toda la solucion,
por lo que es comun utilizar algoritmos automaticos para
modificar el tamafio de paso; disminuyéndolo cuando la

convergencia se dificulta. 17
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Procedimiento de Solucidn
Implicito
Dadas F(t) y las condiciones iniciales (ug, t):

1. Calcule la aceleracion en el tiempo 0: [M ]{U}[ + [C]{L]}‘ + [K]{U}[ = {

Rl

2. Calcule el desplazamiento en el tiempo 1 con: [Kr ]e" {AU}: {Fex[ }HA[ _{Reﬂ }

ke =| s el [ |

A x:

Rk = R Tk 752 el 20w (722 e
18
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Procedimiento de Solucion

Implicito
3. Obtenga la aceleracion en el tiempo 1:
o Lo 1oy [@1-28)
e i BT

4. Obtenga la velocidad en el tiempo 1:

W :ﬁ{w[ 2 Joh 1 s

5. Regrese al paso 2, 3y 4 para resolver respectivamente u, vy a en el tiempo 2.
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Método de Solucidn Explicito

-DYNA utiliza una versiéon modificada del método de diferencias
centrales (o método explicito).

En el método explicito, la velocidad y aceleracion se evaltan en el

tiempo ti, con base a las siguientes ecuaciones:
d(r)

iy _ Adin} — {dia1} At g
{d:} —T)' €
{c?f}:{dlll} {’dr l} 2)

2(A1)
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Método de Solucién Explicito

ilizando, por ejemplo, la expansion de una serie de Taylor, la
aceleracion puede ser expresada como

:{dmll z{dfi +{dii} @)
(Ar)

{di}
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Método de Solucidn Explicito

a que las incégnitas son los desplazamientos nodales, es mejor
reescribir la anterior ecuacion,

{din} =2{di} —{di} +{d}(A)* @

Ahora podemos resolver el desplazamiento en el tiempo siguiente
(di+1) a partir de los desplazamientos en el tiempo actual (di),
anterior (di-1) y la aceleracién actual.

Partiendo de la ecuacion general de movimiento, sin considerar
amortiguamiento, se puede expresar la aceleracién como,

{F0} = [K|{d} + [M){d} mmmml) {(d)}=[M]"({F:} - Kl{d}) ©
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Método de Solucidn Explicito

ara obtener una expresion para di+1, multiplicamos (4) por la matriz
de masa [M] y sustituimos (5),

[M{di1} = 2IM){d}} — [M){dia} + ({Fi} — [KH{d (A @)
Combinando los términos de di,
[M1{di1} = (AP {F} + 2(M] — (A [K]|{d:} — [M]{di1} ()

El proceso de solucion, consiste en determinar d;4q , dj4q, diy1 @
partir del desplazamiento d;_,. Utilizando las ecuaciones (1) y (4),

(A

{dio} = {di} — (AD{d.} +—=—{d}} ®
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Procedimiento de Solucion
Explicito

Dadas F(t) y las condiciones iniciales (dg, dg):

1. Si no se cuenta con la aceleracién inicial, puede ser obtenida a partir de
do = M~Y(Fy — Kdy)

2. Resuelva el desplazamiento d_, en el tiempo t=-At , utilizando la ecuacion
. 2 .
(8) d_y=dy — (A0)d, + 2= d

3. Resuelva el desplazamiento en el siguiente paso, d,, utilizando la ecuacién
(7)
dy= M{(AD?F,y + [2M — (At)2K]dy — Md_,}

24
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Procedimiento de Solucion
Explicito

Dadas F(t) y las condiciones iniciales (dg, dg):

4. Cond, dado como condicidn inicial y d; obtenido en el paso 3, use la
ecuacion (7) para obtener,

dy= M~ (At)?F, + [2M — (At)*K)d, — Md,}
5. Con la ecuacion (5), calcule la aceleracion til
dy = M7Y(F, - Kdy)
L _dy—dy

6. Con la ecuacién (1), calcule la velocidad d, | d; = 200

7. Repita los pasos 4-6 para obtener desplazamiento, aceleracion y velocidad
para los siguientes pasos de tiempo 25
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Demo 3

ine el desplazamiento, velocidad y aceleracion de 0
a 0.25 s, en intervalos de 0.05 s, para el oscilador masa-
resorte sujeto a la funcion fuerza-tiempo mostrada. Utilice la
curva fuerza vs. desplazamiento provista para el resorte. El
sistema parte del reposo. P

10

m = 6000 kg

N F)

26
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Demo 3

| sistema tiene un solo grado de libertad, las
ecuaciones se convierten en escalares. Denotaremos el
movimiento de la masa, como d.
En t=0, la velocidad y desplazamiento son cero. Entonces,

dy=dy=0
PASO 1: En t=0, la aceleracion es obtenida a partir de la Ec.
(5):
_ 10000 — (20000)(0) _

{di} = ) ({F) - [K1dY)  d =0 - Lo7m/s?

m = 6000 kg

F(r)

0.2 s 1.0 xm
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Demo 3
: El desplazamiento en d_,, se obtiene con la Ec. (8),
{di1} =t} - (Ady + )

0.05)?
( > ) (1.67) = 0.00208m = 2.08mm

d_, =0-0.0500) +

PASO 3: El desplazamiento en t=0.05s, d,, se obtiene con la
Ec. (7),

[M1{di1} = (AP {FY + 2(M] — (A’ [K][{d:} — [M]{di1}
dy = ﬁ ((0.05)2(10000) + [2 * 6000 — (0.05)Z * 20000](0) - 6000(0.00208))

d; = 0.00208m = 2.08mm
28
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Demo 3

: El desplazamiento en t=0.10s, d,, se obtiene con la
Ec. (7),

[M1{di1} = (AD*{Fi} + 2(M] — (A[K]{di} — [M{di1}

1
d, = m{(0.05)2(7500) +[2 6000 — (0.05)? * 20000](0.00208) — 6000(0)}
=0.00727m = 7.27mm

PASO 5: La aceleracién en t=0.05s, d;, se obtiene con la Ec.

®),
{d} = M1 (2} — [K)dLY) al=75°°‘(2°6‘:)‘:)‘:))(°'°°2°8)=1.243m/sz

29
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Demo 3

6: La velocidad en t=0.05s, d,, se obtiene con la Ec. (1),

o {dia) - {dina}
i} = 2(A1)
. 0.00727 -0
L= W =0.0727m/s = 72.7mm/s

Repita los pasos 4-6 para obtener desplazamiento,
aceleracion y velocidad para los siguientes pasos de
tiempo

30
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masa, M rigidez, K
[ke] 6000[N/m] 20000 do 0vo 0
= d(t) exacta
Tiempo, t F(t) [N] a(t) [m/s2] d(t) (m] d(t-1) [m] d(t+1) [m] v(t) [m/s] [m]
0 10000  1.6667 00000 00021 00021  0.0000 0.0000
0.05 7500 12431 0.0021 00000 00073 00727 0.0019
0.1 5000  0.8091 00073 00021 00145  0.1240 0.0069
0.15 2500 03684 00145 00073 00226  0.1535 0.0140
0.2 0 -0.0754 00226 00145 00306  0.1608 0.0219
0.25 0 -0.1019 00306 00226 00383  0.1564 0.0297
Tiempo-desplazamiento
) ]
]
: LR
001 . ool
000 L
.
0w 31
o 1 5 02 PP
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= Tiempo-desplazamiento
0.035
0.03 ®
[ )
[ )
0.025 [ J
o
°
0.02 e
° L ® sol explicita
0.015 .. ® sol exacta
o
001 o
°
L
0.005 °®
°®
°®
0 eoee®
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
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Implicito vs Explicito

0s andlisis estaticos se realizan * Los andlisis dindmicos pueden
con el solucionador implicito. realizarse con el solucionador
implicito o explicito.
» En andlisis no-lineales, la soluciéon + Los andlisis no-lineales no
de cada paso requiere una serie de requieren iteraciones debido a que

iteraciones hasta encontrar el las aceleraciones se resuelven
equilibrio de fuerzas. directamente.

+ El paso de tiempo implicito es » El paso de tiempo explicito debe ser
varios 6rdenes de magnitud mayor menor que la condicién de Courant
que el explicito. (siguiente tema).

» La matriz de rigidez debe ser « No requieren invertir la matriz de
invertida una o varias veces en rigidez, lo que facilita el manejo de
cada paso de tiempo. Este proceso las no-linealidades, incluyendo
puede ser muy costoso en andlisis contacto y de material.
no-lineales.
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